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Abstract: The inhomogeneous second-order wave equation is an essential analytical instrument for 

simulating complex phenomena in water engineering, fluid mechanics, and hydraulics, including 
dynamic dam-reservoir interaction, tsunami propagation, and contaminant transport. This study 
presents a novel analytical solution derived via separation of variables, leveraging new, specific 
boundary conditions. The resulting model is validated against two numerical techniques: the meshless 
Multiquadric (MQ) method and the Finite Difference (FD) method. The analytical solution serves as a 
precise benchmark for evaluating the efficiency and accuracy of these numerical approaches. In a 
comparative example, the MQ method achieved an error of 0.04% and a processing time of 0.08 
seconds (with 400 computational points), significantly outperforming the FD method, which yielded 
an 0.11% error and 0.12 seconds (with 800 points). The strong agreement between all three methods 
across five numerical examples confirms the robustness and reliability of the proposed analytical 
framework. 

Keywords: Multiquadric meshless method, Finite Difference Method, inhomogeneous wave equation, Analytical 
solutions, Numerical method, Separation of variables. 

Introduction: Solving partial differential equations (PDEs) is fundamental in engineering, especially fluid 
mechanics. Analytical solutions are often limited, particularly with complex boundary conditions. Thus, numerical 
methods have gained research interest. The wave equation, a second-order hyperbolic PDE, is widely used in 
physics and engineering. Various numerical approaches, including finite difference, finite volume, finite element, 
and boundary element methods, have been applied to solve this equation (Akbari and Pirzadeh 2022; Akbari and 
Pirzadeh 2023; Al-Taweel and Mu 2021; Younes et al. 2024). 

Recent studies explore high-accuracy numerical solutions, such as wavelet methods, fourth-order discretization, 
and numerical techniques for nonlocal boundary conditions. While mesh-based methods require extensive 
preprocessing and computational effort, meshless methods offer a more efficient alternative. Among these, the 
radial basis function (RBF) method, particularly the multiquadric (MQ) method, has shown promise in solving 
PDEs without meshing (Kansa 1990; Kansa and Geiser 2013; Fallah et al. 2019; Babaee et al. 2022). 

Research on MQ method has improved accuracy and computational efficiency, optimizing shape parameters and 
domain decomposition techniques. This study compares the MQ method’s accuracy and efficiency against the 
finite difference method and analytical solutions for the inhomogeneous wave equation. The results highlight the 
advantages and limitations of each method under different initial and boundary conditions. 
The paper covers the governing equation, analytical solutions, numerical methods, and a comparative analysis of 
accuracy and efficiency. 
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Solving the Inhomogeneous Second-Order Wave Equation Tavakkoli et al. 

Methodology: The wave equation is solved with different symmetric and asymmetric Neumann and Dirichlet 
boundary conditions using separation of variables (Eqs.   (1)-(9)). A variable change is introduced to simplify the 
problem and eliminate non-zero boundary conditions (Eq. (10)). The new initial value problem can then be solved 
using separation of variables. The result is obtained by solving the eigenvalue system, leading to a unique solution 
for the wave equation. This solution satisfies the boundary conditions and can be expressed as a series solving the 
non-conservative wave equation (Eqs.  (18)-(21)). 

The finite difference method (FDM) is introduced as a numerical solution technique for the wave equation. In 
FDM, time and space are discretized into equal subintervals, and derivatives are approximated using finite 
differences. The equation is then solved for the function at future time steps using a leapfrog method (Eq. (28)). 
The stability of explicit methods like FDM is governed by the Courant number, which must be less than or equal 
to 1 for stability. 

Lastly, the meshless multiquaric method, which uses RBFs, is discussed (Section 3-3). Unlike mesh-based 
methods, this approach uses distributed points that don't require connectivity, making it suitable for complex 
geometries. The method is flexible in both 2D and 3D problems but requires careful selection of the shape 
parameter to balance accuracy and computational efficiency. An optimal shape parameter can be determined 
through the algorithm by Falah et al. (2019). 

Results and Discussion: The finite difference and meshless multiquadric methods are compared with their 
respective analytical solution, assuming a CFL number of 0.5. For the meshless multiquadric method, the shape 
parameter is adaptively determined. For comparison, three examples have been adopted by imposing different 
boundary conditions. 
Example 1: Dirichlet Boundary Conditions 

A Gaussian wave is used as the initial condition over a 500m domain. Numerical results from both methods are 
compared with the analytical solution (Figs. 6-7 and Table 1). The meshless method used 400 overlapping points, 
while the finite difference method had 800 grid points. Processing times were 0.08s and 0.1s, respectively. The 
meshless method had half the numerical error of the finite difference method, proving its superiority. 
Example 2: Neumann Boundary Conditions 

Using the same initial condition as Example 1, Neumann boundary conditions are applied. The meshless method 
again showed better accuracy, with an RMSE of 0.0107% versus 0.0259% for the finite difference method (Figs. 
4-5 and Table 1).  Processing times were similar, at 0.081s and 0.12s, respectively 

Example 3: Asymmetric Boundary Conditions 

Three cases were considered: 
♦ (3-a): Gaussian initial condition with a zero-gradient Neumann boundary condition. 
♦ (3-b): Zero initial condition with a constant gradient Neumann boundary condition. 
♦ (3-c): Zero initial condition with a sinusoidal Neumann boundary condition. 

For these cases, the meshless method used 400, 51, and 51 points, while the finite difference method used 800, 
251, and 251 points. The meshless method showed lower RMSE values and faster computation times, confirming 
its suitability for asymmetric boundary problems (Figs. 8-13 and Table 1). 

Overall, the meshless multiquadric method consistently outperformed the finite difference method in terms of both 
accuracy and computational efficiency, making it a viable alternative for a variety of boundary conditions. 
Conclusion: This study compares the finite difference and meshless multiquadric methods for solving the second-
order inhomogeneous wave equation. For comparison, an analytical solution was also derived using the separation 
of variables for various initial and boundary conditions, including Dirichlet and Neumann conditions. Results show 
that both numerical methods perform well; however, the meshless multiquadric method achieves relatively lower 
error with similar computational cost. Optimal shape parameters were identified, reducing iterations. This 
highlights the method’s efficiency in solving hyperbolic equations. 
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 ijwer.uoz.ac.ir وبگاه نشریه:

ا ه دهیپدبسیاري از    ي سازهیامکان شب  ،یل یابزار تحل  کیعنوان  دوم ناهمگن، به  ه موج مرتب  همعادل  پاسخ  :چکیده
اندرکنش   لیتحل  توان دررا می   کرد یرو  نی. کاربرد ا آوردیرا فراهم م  کی درولیو ه  الاتیآب، س  یمهندس  ي هادر حوزه 

 يها طیدر مح  یانتقال آلودگ  یبررس  و  یانتشار امواج سونام  ي ساز مدل ی،  کی نامید  ي سد و مخزن تحت اثر بارها
در مواجهه   ییمعادله، نقش بسزا  نیحل ا  ي برا  ی لیتحل   ي ها روش  ي ر یکارگ، توسعه و بهرونیازا  ؛مشاهده کرد  یآب

  ه یبر پا  یلیحل تحل  کی پژوهش    نی. در اکندیم  فایا  هانهیزم  نیمؤثر در ا  ي و ارائه راهکارها   دهی چ یپ  ي هابا چالش 
  ه یراستا، مسائل مقدار اول  نیدر ا.  شده، ارائه شدکار گرفتهبه  دیخاص و جد  ي مرز  طیکه با شرا  رها یمتغ   ي جداساز

نامتقارن در دو حالت مستقل و    ي مرز  طی با شرا  ي مسائل مقدار مرز  نی متقارن و نامتقارن، همچن  ي مرز  طیبا شرا
 يو با شبکه   یچندربع  ي بدون شبکه  ي دو روش عدد   ییکارا   ن،ی همچن  مطالعه قرارگرفت.  وابسته به زمان مورد

سنجش سرعت   ي برا  ي ار یعنوان معپژوهش به   نیشده در اارائه  یلیحل تحل  ي ها شد. پاسخ  یابیاختلاف محدود، ارز
به  ي عدد  ي هاو دقت روش قرار گرفت.  مثالی  نمونه  عنوانمورداستفاده  حالت   ي برا  یروش چندربع  ي ، خطادر 

براي دست آمد. زمان پردازش  درصد به  11/0روش اختلاف محدود    ي درصد و برا  04/0  ،ي مرز  طیاز شرا  یخاص
و   مثال  روش  ازابههمین  دو  هم   هیثان  12/0و    08/0  بیترتبه  مذکوري  در  شد.  نقاط   نی محاسبه  تعداد  مثال 

انطباق مناسب   نی. همچنانتخاب شده بود  800و    400برابر    بیترتبههاي عددي یادشده  روش  ازیموردن  یمحاسبات
 .سازدیم انینما راپژوهش  ي شنهادی پ یلیاعتبار حل تحل ،ي سه روش نامبرده در پنج مثال عدد  ي ها پاسخ

جداسازي روش   ،تحلیلیحل   ،ناهمگنمعادله موج   ،اختلاف محدود روش  ،چندربعیشبکه  بدونروش  کلیدواژگان:  
متغیرها. 

 مقدمه  -۱

مهندس   کیزیف  هیپا  نیقوان  ي بندفرمول  علوم    ، یو 
جزئ  طورمعمولبه مشتق  معادلات  م  یبه  . شودی منجر 

 
1 Exact solution 

  ی در حوزه مهندس   ژهیومعادلات، به  نیا  ي ، حل عددرونیازا
برخوردار است.   ییبسزا  تیاز اهم  سیالات و هیدرولیک  آب،

معادلات بسیار محدود است و   1حل دقیق  ،در اغلب موارد
آن مرزي محدودیت  شرایط  اعمال  با  می   2ها  یابد.  افزایش 

2 Boundary conditions 
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 توکلی و همکاران حل معادله موج مرتبه دوم ناهمگن 

مثالبه معادله    طور  مرزي  مشتقیک  شرایط  با    جزئی 
است    1دیریکله همان   تحلیلیحل  داراي  ممکن  اما  باشد 

نیومن  مرزي  شرایط  با  دقیق   2معادله  حل  است  ممکن 
هاي دقیق و عددي براي  توسعه روش  روینازانداشته باشد.  

جذاب   موضوعات  از  یکی  جزئی  مشتق  معادلات  در حل 
 است.ریاضی، مهندسی و عددي ي هاپژوهش

از معادلات مشتق جزئی مشهور، معادله موج است.    3یکی 
این معادله از نوع هذلولوي مرتبه دوم در حوزه زمان است  

زمینه  در  علمی  که  مختلف  بسیار    ازجملههاي  آب  انتقال 
است که    یی هاروش  یطراح  ازمندیحل آن ن کاربرد دارد و  

  ی نوسان و با دقت کاف  دورازبهرا    دیشد  ي ها انیبتواند گراد
 کند.  سازي شبیه 

روش حل تاکنون  براي  مختلفی  تحلیلی  و  عددي  هاي 
نامبرده   نوع  از    ازجمله است که    شده گرفته  کاربه معادلات 

، حجم 4محدود اختلافهاي با شبکه توان به روشها میآن
محدود5محدود اجزاء  مرزي 6،  اجزاء  کرد    7،  اشاره  غیره  و 

)Akbari and Pirzadeh 2022; Akbari and Pirzadeh 
2023; Al-Taweel and Mu 2021; Younes et al. 2024( .  

روش برخی  راستا،  این  براي  در  تحلیلی  و  عددي  هاي 
موج   پیشروي  روش    شدهی بررسمعادلات  از   اختلافو 

در زمان و مکان با دقت خوبی    ،محدود با دقت مرتبه چهار
روي   .)Mossberg 2008(  است  شدهاستفاده  بر  مطالعاتی 

سازي مرتبه چهار معادلات دیفرانسیل در هاي گسستهروش
زمانی   متغیر    . (Geiser 2008)  است  شده   انجامحوزه 

با استفاده از روش موجک براي حل عددي معادله  همچنین  
موج با شرایط مرزي نیومن، یک روش عددي با دقت بالا 

یک    یراًاخ  .(Choudhury 2014)  است  شده دادهتوسعه  
با شرایط نیز  تکنیک عددي جدید   موج  معادله  براي حل 

نتایج عددي  است  شده استفاده   یحلمرزي غیرم نشان    آن. 
همگرا بوده    سرعتبه هاي تقریب  دهد که مجموع سري می 

و از دقت قابل قبولی در مقایسه با نتایج حل دقیق برخوردار  
 . )Cheniguel 2013( است

 
1 Dirichlet 
2 Neumann 
3 Wave equation 
4 Finite Difference (FD) 
5 Finite Volume (FV) 

تحلیلی و عددي معادله موج  حل  ارزیابی  در پژوهشی دیگر،  
و حرکت   گرفتقرار    یموردبررسدر میدان حل متغیر زمانی  

موج با استفاده از روش تحلیلی دالامبر و روش عددي جهش 
سازي نقطه میانی براي شرایط اولیه و مرزي مشخص شبیه

  ی نهبرهمبا استفاده از روش    .(Samadi Rahim 2016)  شد
معادله موج  نیز  موجکی     است   شدهپرداخته به حل عددي 

)Nourani 2018(. روش همگرایی  و  عددي  دقت  هاي 
با    بعدي یکروش اختلاف محدود در معادله موج    خصوصبه

 یموردبررسنیز  دارنده غیرمحلی  گرفتن وضعیت نگه   درنظر
 . )Rizehvandi 2019(  است قرارگرفته

براي حل  نیز توسط برخی محققین    لاف محدودتاخروش  از  
 Shokri(  است.  شده استفاده با موفقیت    ي دوبعدمعادله موج  

Kaveh 2020(.  حل  ،  یراًاخ براي  جدید  عددي  روش  یک 
معادله موج طراحی و کارایی، دقت و نوآوري آن در مقایسه 

نشان   مطالعات  سایر   Gao and Hua(  است   شده داده با 

حل هم    Matlabمحاسباتی    هاي یتقابلاز    .)2023 براي 
 سازي یهشب و    شرفتیپ و به    شد عددي معادله موج استفاده  

.  )Shior et al. 2024(   شد  منجر  ی محاسبات  ي ها روش  تریقدق

روش    یراًاخ تبدیل  هم  جدید    تفاضلی یک  از  استفاده  با 
  شده  شنهادیپانتگرالی لاگر براي حل معادله موج مرتبه دوم  

دقت   که  افزایش    هاپاسخ است   Mastryukov(  دهدی مرا 
2024( . 

می   طورهمان مشاهده  پژوهش که  و  مطالعات  هاي  شود، 
معادله عددي  زمینه حل  در  مرزي   زیادي  شرایط  با  موج 

هاي باشبکه  ها از روشناست که بیشتر آ  شدهانجاممختلف  
روشاندنموده استفاده   در  مسئله  .  شبکه،  با  عددي  هاي 

قسمت شبکه   کمکبه به  نقاط    تر کوچکهاي  بندي  یا 
هر    شدهم یتقسمشخص   براي  حاکم  دیفرانسیل  معادله  و 

شبکه محاسبه و با جمع روابط جبري هر شبکه، کل مسئله  
می شبیه  روشسازي  دلیل،  همین  به  شبکه  شود.  با  هاي 

پیش  شبکه هزینه  بالایی پردازش  محاسبات  حجم  و  بندي 
 دارند.

6 Finite Element (FE) 
7 Boundary Element (BE)  
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سال   شدهحاصل   ي هاشرفتیپ  باوجود ، ریاخ  ي هادر 
مشتق    کارآمدي  شبکهبدونهاي  روش معادلات  حل  براي 

بندي کل دامنه به شبکه   هاآندر  که    اندشده   شنهادیپجزئی  
ها نسبت به  حجم محاسبات آن   روینازا.  یستن  ي مسئله نیاز

می روش کاهش  شبکه  با  توسعه ترتیبینابه یابد.  هاي   ،
محققان  از  بسیاري    موردتوجه  شبکهبدونهاي  روش

این میان، روش چندربعی  .اندقرارگرفته ترین  که مهم   1در 
پژوهش   دراست،    2هاي توابع پایه شعاعی روش  یرمجموعهز

 است.  قرارگرفته یبررس  موردحاضر 

معادله حل  براي  روش  این  از  بار  اولین  براي  هاي  کانزا 
سهموي  هذلولوي،  و   دیفرانسیل  استفاده  بیضوي  و 

ترین عامل در دقت این روش  مهم   عنوانبهرا    3متغیرشکل 
 ي بعدسهمعادله برگرز  در ادامه،    .(Kansa 1990)  کردمعرفی  

حل   چندربعی  روش  وبا  تجزیه   یري کارگبه با    شد  روش 
دامنه 4دامنه هندسی  پیچیدگی  کاهش  ،  بزرگ  هاي 

هاي ماتریس ضرایب صفر  و تعداد زیادي از درایه  داکردهیپ
براي .   (Kansa and Geiser 2013)شود  می  نامبرده  روش 
 Ali et(است    شدهدادهل مسائل مقدار مرزي نیز توسعه  ح

al. 2024; Chen et al. 2021( .  با    چندربعی  روش  بیترک
  . منجر شده است   آن  ي ایمزا   شیبه افزا  زین  گرید   ي هاروش

روش به همراه روش    نیاز ا  ی ونیفرمولاس  یراًاخ،  مثالعنوانبه
برا محدود  معادلات    ي سازگسسته  ي اختلاف  در  مشتقات 

  .)Soleymani and Zhu 2021(  است   شده   ارائه   یمشتق جزئ
سال   براي   ،بارن ی نخستبراي  ،  2019در  چندربعی  روش 

  کاربرده به  ي بعدسهو    ي دوبعد  ي هادامنهتحلیل تراوش در  
متغیرشکل    شد تعیین  براي  الگوریتم و  یک  بهینه 

  طوربهات را  که زمان محاسب  گردیدمعرفی    سریعسازي  بهینه 
می  کاهش  روش   .(Fallah et al. 2019)  دهدچشمگیري 

اي  آنالیز امواج لرزه   منظوربه چندربعی براي حل معادله موج  
  شد   کاربردهبه نیز  در مخازن سدهاي صلب در حوزه فرکانس  

که کاربرد روش چندربعی در این مسئله    ه شد و نشان داد
است و   ترنهیهزکمتر و  ها آسانخاص نسبت به سایر روش

و    ینچنهم جدید  الگوریتم  تعیین   پرسرعتیک  براي 
ارائه   بهینه  .  (Babaee et al. 2019)گردید  متغیرشکل 

 
1 Multiquadric (MQ) 
2 Radial Basis Functions (RBF) 
3 Shape parameter 

هاي هوشمند براي هاي اخیر از الگوریتم در سالهمچنین  
بهینه   متغیرشکل  حجم   است  شدهاستفادهیافتن  تا 

 Babaee et al. 2022; Bacar and(  یابدمحاسبات کاهش  

Rawhoudine 2024( .  ي برا  یشعاع  هیاز توابع پا،  نیبراعلاوه 
اول مقدار  تأک  ه،یحل مسائل  انطباق   د یبا  با  آن  يریپذبر  ها 

محاسبات  Gu and Jung(   است   شدهاستفاده   نیز  ی مراکز 

یک الگوریتم انطباقی جدید براي توزیع بهینه  ،  یراًاخ  .)2020
 ه گردیدچندربعی ارائه    شبکهبدونمراکز محاسباتی در روش  

توزیع  به  نسبت  را  چندربعی  روش  سرعت  و  دقت  که 
مسائل   در  میزان    یاناپایکنواخت  بهبود    یتوجهقابل به 

 .)MohammadAlian et al. 2023( بخشدمی 

پژوهش حاضر، در ادامه مطالعات پیشین به حل معادله موج  
، هم مسائل مقدار منظورنی ابه در حوزه زمان پرداخته است.  

شود. در مسائل  مرزي و هم مسائل مقدار اولیه بررسی می 
مرزهاي   مرزي،  طبیعی   5ضروري شرایط   صورت به هم    6و 

است.    قرارگرفتهنامتقارن مورد هدف    صورتبه متقارن و هم  
نیز   زمان  به  وابسته  مرزي  بیشتر    منظوربهشرایط  ارزیابی 

سه شوند یم گرفته    درنظر از  منتخب  مسائل  حل  براي   .
شود. روش؛ تحلیلی، اختلاف محدود و چندربعی استفاده می 

موجود  هاآنبراي مسائلی که حل دقیق  ابتدادر این راستا، 
حل   یک  جداسازي   تحلیلینیست،  روش  از  استفاده  با 

  سپسشود،  ارائه می   در شرایط مرزي خاص و جدیدمتغیرها  
با روش چندربعی براي همه    شبکهبدونیک الگوریتم عددي  

سازي پارامتر شکل نیز  که در آن بهینه  شودی ممسائل ارائه  
معادلات اختلاف محدود   در پایاند و  گیرمیقرار    دیتأکمورد  

شوند. با این روند،  بیان می   ،مناسب به همراه شرایط پایداري 
کارا و  با  عدد   ي هاروشیی  دقت  مقایسه  در  حاضر  ي 

آشکار خواهد شد و نقاط قوت روش   تحلیلی  روشي  هاپاسخ 
 قرار خواهد گرفت.   د یتأکچندربعی مورد  شبکهبدون

 شناسی روش -۲

 معادلات حاکم - ۲-۱

 

4 Domain decomposition 
5 Essential (Dirichlet) 
6 Natural (Neumann) 
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 ها است که رفتار موج   یجزئ  مشتقمعادله  یک    معادله موج
  ن ی. اکندی م  فیرا توص  یو آب  ي نور  ،یصوت  ي هاشامل موج 

 معادله، مشتق دوم تابع موج نسبت به زمان را به مشتق دوم
معادله    یکل   شکل.  سازدیتابع موج نسبت به مکان مربوط م 

 . است )1( رابطه صورتبه در حوزه زمان موج مرتبه دوم 

)1(  𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

 = 𝑐𝑐2
𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

 

,𝑢𝑢(𝑥𝑥 ،در آن  که 𝑡𝑡) ارتفاع موج    تواندی ماست که    پاسخ  تابع
باشد.  یا فشار هیدرودینامیک    صوت در سیال رعت  س  𝑐𝑐  و 

 و زمان هستند.  مکان ي رهایمتغ  بیترتبه 𝑡𝑡 و 𝑥𝑥 و

و   ي مرز  طیشرا  ي برا  یلیتحل  صورتبه   تواندیم  این معادله
تنها    تردهیچیمسائل پ  ي ساده حل شود، اما برا   ي هاهندسه 

 . کارساز هستند براي حل آن  هاي عددي روش

 ي هاشامل موج   ها،دهیاز پد  یعیدامنه وس  يموج برا  معادله
و دي  هاموج   ،ی سیالکترومغناط ...    الاتیس  کینامیزلزله  و 

ا   کیرود. در هرمی   کاربه   که   یطیموارد، خواص مح   نیاز 
م  هاموج  انتشار  آن  اعمال   ابند،یی در  معادله  . شودی م  در 

 رابطه  شکل  هب  ناهمگن،  مسائلدر    معادله موج  مثالعنوانبه
 خواهد بود: )2(

)2(  𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

 =  𝑐𝑐²
𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

,𝑢𝑢(𝑥𝑥،  در آن  که 𝑡𝑡)    و  هدفمتغیر  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)   منبع    دهندهنشان
 .است تحریک

 رها یمتغ يروش جداسازبا  دقیقحل  - ۲-۲

دقیق    یروش  رهایمتغ  ي روش جداساز  و  حل    ي براریاضی 
با فرض ا  ن یاست. ا  یجزئمشتق  معادلات   تابع    نکهیروش 
م چند  دو    ضربحاصل  صورتبه  تواندی پاسخ  با    تابعیا 

م  کاربه  ،نوشته شود  متغیرهاي جداگانه اشودی گرفته   ن ی. 
د  ي برا  طورمعمولبهروش   معادلات   یخط  لیفرانسیحل 

 د.مانند معادله موج کاربرد دار

از    )1(  همگن  معادله  یلیتحلیافتن پاسخ    ي برا با استفاده 
 تواند ی م  که پاسخ   شودیفرض م   رها،یمتغ  ي روش جداساز 

 نوشته شود: زیربه شکل  ضرب دو تابع حاصل   صورتبه

 
1 Ordinary Differential Equation (ODE) 

)3(  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑡𝑡) 

 :شودنتیجه می  )1( رابطهدر  )3( رابطه ي گذاریبا جا

)4(  𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑇𝑇′′(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐2𝑋𝑋′′(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑡𝑡) 

معادله    میتقسبا  که   دو طرف  نتیجه   𝑐𝑐2𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑡𝑡)  برهر 
 :که دهدمی 

)5(  
𝑇𝑇′′(𝑡𝑡)
𝑐𝑐2𝑇𝑇(𝑡𝑡)

=
𝑋𝑋′′(𝑥𝑥)
𝑋𝑋(𝑥𝑥)

 

  و طرف راست   𝑡𝑡  بهفقط  این رابطه  طرف چپ    کهیی  ازآنجا
با    مقدار دو طرف باید برابر  پسوابسته است،    𝑥𝑥تنها به  آن  

پاسخ  باشد.  ثابت  عددي  یافتن   تابع   براي  غیرصفر  یهدف 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)  این عدد   شرایط اولیه و مرزي را ارضا کند.   است که

و مقداري   شده ی بررسمنفی و صفر   ثابت در سه حالت مثبت، 
ثابت جداسازي متغیرها   عنوانبه که از آن اغلب  𝜉𝜉−   مانند

 :داریم نیبنابرا .شودی م گرفته  درنظرشود، یاد می

)6(  𝑇𝑇′′(𝑡𝑡)
𝑐𝑐2𝑇𝑇(𝑡𝑡)

=
𝑋𝑋′′(𝑥𝑥)
𝑋𝑋(𝑥𝑥) = −𝜉𝜉 

رابطه   معمولی  )6(از  دیفرانسیل  معادله  و  𝑇𝑇(𝑡𝑡) براي   1دو 
𝑋𝑋(𝑥𝑥)  شودی محاصل  )7(زابطه  صورتبه: 

)7(  𝑇𝑇′′(𝑡𝑡) + 𝜉𝜉𝑐𝑐2𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 0 
𝑋𝑋′′(𝑥𝑥) + 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 0 

معادله    نیا همگن  شده    جداسازي معادلات    عنوانبهدو 
  مستقل حل شوند.   صورتبه   توانندی و م  شوند ی شناخته م

معادلهعمومی  پاسخ   دو  به  این  و    𝜉𝜉  وابسته     يازابهاست 
 𝜉𝜉 ≥  :شودنوشته می  )8(  بطهراشکل مسئله به  حلراه 0

)8(  
𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 cos(𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝐵𝐵 sin  (𝑘𝑘𝑘𝑘) 
𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶 cos(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝐷𝐷 sin  (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) 

هستند که توسط شرایط    ییهاثابت   𝐷𝐷  و  𝐴𝐴،  𝐵𝐵،  𝐶𝐶  در آن،  که
𝜉𝜉  با رابطه  𝑘𝑘  و ثابت  شوندتعیین می یا اولیه    مرزي  = 𝑘𝑘2  

می معادله  شودتعریف  کلی  حل  فرض   )2(همگن  نا.    با 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≠  شود:نوشته می  )9(  صورتبه اغلب  0

)9(  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑢𝑢𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

,𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥که در آن،   𝑡𝑡)    حل مسئله همگن و𝑢𝑢𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)   یک حل
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براي   ،مثالعنوانبه است.    رهمگن یغخصوصی براي قسمت  
که شود  فرض  اگر  ناهمگن  معادله   یک 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐺𝐺(𝑡𝑡) حل راهتوان یک ی م، در این صورت 
,𝑢𝑢𝑝𝑝(𝑥𝑥  شکل   به 𝑡𝑡) = 𝑋𝑋𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑝𝑝(𝑡𝑡)    ازبا روش   استفاده 

، رفتار  پاسخ  نیا  ،یطورکلبهآورد.    دستبه جداسازي متغیرها  
،  اوصاف  نیابا  .  کندی م  فیرا توص   جملات چشمهموج با    کی

با توجه    و زمان را  مکان  از  يارفتار موج در هر نقطه  توانمی 
شرا   دقیق  صورتبه  چشمه  جمله   و  ي مرز  و  هیاول  طیبه 

ادامه پاسخ  .نمود  ین یبش یپ بار  در  اولین  براي  هاي دقیقی 
به شرایط مرزي و اولیه متفاوت توجه  براي معادله موج با  

 . دیآی م  دستبه

نامتقارن    ي مرزاولیه و شرایط    یطشرابا    )2(معادله  براي حل  
با   تغییر  )10(رابطه  مطابق  یک  از  نحوي   متغیرباید  به 

  استفاده کرد که شرط مرزي نیومن غیرصفر را به صفر تبدیل 
 کند. 

)10( 
𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0 
𝑢𝑢𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑔𝑔1(𝑥𝑥) 
𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥) 

 ي سازساده  باهدف  )11(رابطه  تغییر متغیر    ابتدا  منظورنیابه
شریا   کردن     ؛ ومن ین   ی مکان  ي مرز  طصفر 

𝑢𝑢𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) شود:می   پیشنهاد 

)11( 𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) −
𝑥𝑥2

2𝐿𝐿
𝑔𝑔(𝑡𝑡) 

در    ومنین  یمکان   ي مرز  طشری  نیگزیجابا   مشتق  نامبرده 
 خواهیم داشت:  )11(رابطه  اول مکانی 

)12( 𝑧𝑧𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 

 صورتبهبحث   مورد  ، معادلات و شرایط مرزي بیترتنیابه
 د شد: نبازنویسی خواه )13(رابطه 

)13( 

∂²𝑧𝑧
∂𝑡𝑡²

 −  𝑐𝑐²
∂²𝑧𝑧
∂𝑥𝑥²

= 𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 0 < 𝑥𝑥 < 𝐿𝐿, 𝑡𝑡 > 0 

𝑧𝑧(0, 𝑡𝑡) = 0 
𝑧𝑧𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 
𝑧𝑧(𝑥𝑥, 0) = 𝑣𝑣(𝑥𝑥) 
𝑧𝑧𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 𝑤𝑤(𝑥𝑥) 

,𝐺𝐺(𝑥𝑥؛  )13(  در رابطه 𝑡𝑡)    با   مطابق  )11(بعد از اعمال رابطه

 .آیدمی دستبه  )14(

)14( 𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) −
𝑥𝑥2

2𝐿𝐿
𝑔𝑔𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡) +

𝑐𝑐²
𝐿𝐿
𝑔𝑔(𝑡𝑡) 

با روش جداسازي متغیرها    )13(  رابطه  حلکه    است  واضح
انجام    ی سادگبه با    است. قابل  حقیقت  آوردن    دستبه در 

𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)  ًمتعاقبا  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)    ازنیز استفاده   )11(  رابطه  با 
با یادآوري دستگاه مقادیر ،  منظورنیابه خواهد آمد.    دستبه

نتیجه    )13(  رابطه  در  و با توجه به شرایط مرزي   )6(ویژه  
 شود:می 

)15( 
𝑋𝑋′′(𝑥𝑥) + 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 0 
𝑋𝑋(0, 𝑡𝑡) = 0 
𝑋𝑋 ′(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 

  هستند   هیژو  ریو مقاد  هیژتابع و  بیترتبه   𝜉𝜉و    𝑋𝑋  ،که در آن
 : دیآی م دستبه  )16( رابطه صورتبه  که

)16(  
𝜉𝜉 = 𝑘𝑘2 =

(2𝑛𝑛 + 1)2𝜋𝜋2

𝐿𝐿2
  

𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
� ,  𝑛𝑛 ≥ 1 

از استفاده  اینکه  توجهو    )16(  رابطه  با   به 
 𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑍𝑍(𝑡𝑡)𝑋𝑋(𝑥𝑥)  ،توان نوشتمی است : 

)17( 𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = �𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡) sin�
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
�

𝑛𝑛≥0
 

 شود:، نتیجه می )13(در معادله  )17(با جایگذاري معادله 

)18(  �

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�𝑍𝑍𝑛𝑛′′(𝑡𝑡) + 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡)

𝑐𝑐2(2𝑛𝑛 + 1)2𝜋𝜋2

𝐿𝐿2
� ×

sin�
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
�

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

𝑛𝑛≥0

= 𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

 )18(چنین براي جمله چشمه در سمت راست معادله  و هم 
 : که  توان انتظار داشتمی 

)19(  𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡)𝑋𝑋(𝑥𝑥) 

 : خواهیم داشت )19(و  )16(ابط ور بنابراین با توجه به

)20(  𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = �𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑡𝑡) sin�
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
�

𝑛𝑛≥0
 

 :داریم )20( رابطه در )18(معادله  جایگذاري با 
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)21(  𝑍𝑍𝑛𝑛″(𝑡𝑡) +
𝑐𝑐2(2𝑛𝑛 + 1)2𝜋𝜋2

𝐿𝐿2
𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

عادله دیفرانسیل معمولی است. این معادله داراي  ک مکه ی
  محاسبه قابل  یراحتبه است که    یدو جواب عمومی و خصوص

,𝑧𝑧(𝑥𝑥تابع    𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑥𝑥)محاسبه    پس از  هستند.  𝑡𝑡)   آید می   دستبه
معادله موج   پاسخ  )11(  رابطه  آن و با استفاده از  کمکبه که  

شرا با  ,𝑢𝑢(𝑥𝑥  یعنینامتقارن    ي مرز  یطناهمگن  𝑡𝑡)    تعیین
 . گرددی م

شرایط اولیه رابطه  در  را    )17(لازم به ذکر است که اگر رابطه  
 صدق دهیم خواهیم داشت: )13(

)22(  
�𝑐𝑐𝑛𝑛 sin�

(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋
𝐿𝐿

�
𝑛𝑛≥0

 

𝑣𝑣(𝑥𝑥) = �𝑏𝑏𝑛𝑛 sin�
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
�

𝑛𝑛≥0
 

 داریم: که در آن

)23(  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑍𝑍𝑛𝑛′ (0) 
𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑍𝑍𝑛𝑛(0) 

با شرایط مرزي   موج  ناهمگنمعادله    توانیمطریق مشابه  از  
دیریکله یا نیومن با مقادیر غیرصفر را طی یک تغییرمتغیر  

  یسادگبهبه حالت معادله با شرایط مرزي صفر تبدیل نمود و  
در  آن را با روش جداسازي متغیرها حل کرد. در حقیقت  

 𝑋𝑋(𝑥𝑥) و  𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡)آوردن    دستبه این پژوهش با    همه مسائل

جواب مسئله   ،معمولی متناظر  از طریق معادله دیفرانسیل
 است.  یابیدستقابلناهمگن موج 

 حل عددي  -۳

 محدود  اختلافروش  - ۳-۱

عدد  کی   محدود  اختلافروش   محبوب روش  که    ي  است 
معادلات    ي برا موج   ازجمله  ،یجزئ  مشتقحل  معادلات 

  مشتقمعادله    ها درمشتق  روش،  نی. در اشودی استفاده م 
مشخصی  محدود    ي هااختلافبا    وستهیپ  جزئی نقاط  در 

مقادیر پاسخ در این نقاط از حل   . سپسگرددمی  نیگزیجا
شد خواهد  حاصل  جبري  معادلات  دستگاه   ي برا  .یک 

 
1 Explicit 

، ابتدا  در حل معادله موج  محدود  اختلافاستفاده از روش  
،  منظورنی ابه .  شوندیم  ي سازگسسته  مکانیو    یزمان  جملات
و بازه    𝛥𝛥𝛥𝛥  کسانی   فواصلبا    بازهریز  𝑁𝑁به    [𝑇𝑇,0]  یبازه زمان 

,0]  مکانی 𝐿𝐿]  به  𝑀𝑀   فواصلبا    بازهریز  𝛥𝛥𝛥𝛥   شوند تقسیم می  ،
دوم  مشتقات سپس   از    مرتبه  استفاده   اختلاف روش  با 

  مشتق دوم تابع موج نسبت به  .شودزده می  نیمحدود تخم
x عبارت است از ي اختلاف مرکزه شکل ب : 

)24(  �
𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

�  ≈  
𝑢𝑢𝑖𝑖+1  −  2𝑢𝑢𝑖𝑖  +  𝑢𝑢𝑖𝑖−1

 𝛥𝛥𝛥𝛥²
 

 زیر به شکل    زین   𝑡𝑡  دوم تابع موج نسبت بهمرتبه  مشتق  و  
 :شودی منوشته  

)25(  �
𝜕𝜕²𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕²

�  ≈  
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛+1  −  2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛  +  𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛−1

 𝛥𝛥𝛥𝛥²
 

 است:  انیبقابل  زیر صورتبهجملات چشمه نیز 
)26(  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≈ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑛𝑛 

  ) 27(رابطه    ،)2(در معادله    )25(و    )24(  روابط  ي گذاریجا
 :دهدرا نتیجه می 

)27(  
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛+1  −  2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛  +  𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛−1

 𝛥𝛥𝛥𝛥²
= 

− 𝑐𝑐²
𝑢𝑢𝑖𝑖+1𝑛𝑛  −  2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛  +  𝑢𝑢𝑖𝑖−1𝑛𝑛

 𝛥𝛥𝛥𝛥²
+ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑛𝑛 

 ریاست که ارتباط مقادصریح  معادله گسسته    کی  فوقرابطه  
𝑢𝑢  م   مکاننقطه مجاور در  پنج  ر  د نشان  را  .  دهدیو زمان 

 توان براي تنها مجهول آن یعنی میمعادله را    نیا،  ن یچنهم
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛+1 :به فرم زیر بازنویسی کرد 

)28(  
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛+1 = 2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛  −  𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛−1 

−
𝑐𝑐²𝛥𝛥𝛥𝛥²
𝛥𝛥𝛥𝛥²

(𝑢𝑢𝑖𝑖+1𝑛𝑛  −  2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑛𝑛  +  𝑢𝑢𝑖𝑖−1𝑛𝑛 ) + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑛𝑛 

را    ي بعد  یزمان   گامر  د  𝑢𝑢  محاسبه مقدار  يبرا   اي رابطه که  
قالب مقاد در   ینچنهم و    یقبل  یآن در مراحل زمان  ریدر 

 .دهدی مارائه  مکانیمجاور   نقاط

 پایداري  - ۳-۲

به    وابستهحل معادله موج    ي برا  1حیصر  ي ها روش  ي داریپا
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گام  محدود   اختلاف  روش  .مکانی استو    یزمان  هاي طول 
پژوهش  شدهاستفاده  این  روش    در  مرکزي   اختلافیک 

به مقدار   روشاین    ي داریا صریح با پایداري مشروط است. پ
  زیر شکل  به  براي معادله موج  وابسته است که    1کورانت   عدد

 : شودیمتعریف 

)29(  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝛥𝛥𝛥𝛥

 

(  روش  ي داریپا  ي برا فوق  سازي  فراگگسسته  در   )2لیپ 
  یک  اب  ي مساو   ایکمتر    دی با  عدد کورانت  ، حل معادله موج

 . باشد 

 روش بدون شبکه چندربعی - ۳-۳

است.    یشعاع  هیتوابع پا  رشاخهیز  نیترمعروف  یتابع چندربع
و   یشعاع  هیپا  نیتابع تخم  کی  یمعرف  قی از طر   روش  نیا

و مرزهاي    دامنهداخل  در    شدهعیتوزنقاط    يتعداد  یمعرف
ي در  مرز طیو شرا لیفرانسیارضاء معادله د منظوربه  مسئله

نقاط، را    آن  معددي    صورتبهمعادلات   ینا  . کندیحل 
اپخش  ي هاگره  باعث  دامنه  در    ي بندشبکه   یجادشده 
 . کندی مامکان تعریف تابع تخمین را فراهم  و فقط    شودینم

تابع پاسخ    یک  یجادهم چون ا  یاییمزا   ي دارا  یروش چندربع
م  یوسته پ سراسر  قابل یمحاسبات  یداندر  در    یت ،  بالا 

از    ي هاهندسه  سازي یه شب استفاده    یه تجز  روشنامنظم، 
پ  سازي یه شب   یلتسه  ي برا  منهدا دامنه  با    یچیده،مسائل 

سه   یمتعم مسائل  به  غ  ي بعدآسان  روش    یرهو  در  است. 
و   دانیدرون م  رهم دنهی  و برهم   یکز محاسباتانامبرده، مر

نقاط برخلاف   نی). ا1شکل  (  رندیگیمرزها قرار م  ي هم رو
ندارند لذا    گر یکدیبا    هیبه ارتباط اول  از یبا شبکه ن  ي هاروش

هندسه در  نامبرده  روش  مسائل    دهیچیپ  ي هاکاربرد  و 
بسته به    ،ینقاط محاسبات   عیساده است. توز ار یبس  ي بعدسه

 کنواخت یصورت  تواند به یم   یموردبررس   دهینوع هندسه و پد
 . باشد کنواختیریغ ای

 
1 Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) 
2 Leap-Frog 
3 Collocation points 

 
Fig. 1 Distribution of the computational centers both 

within and on the boundary in a one-
dimensional domain in the Multiquadric 

method 
نمایش مراکز محاسباتی در داخل و روي مرز یک  1  شکل

 ي در روش چندربعیبعدکمیدان ی

تخمین   مختلف    چندربعیتابع  مسائل  در    ي بعدکیبراي 
 : شودمی تعریف )30(حوزه زمان طبق رابطه 

)30(  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = �𝜆𝜆𝑗𝑗(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑗𝑗)2 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2  

مختصات نقاط    𝑥𝑥𝑗𝑗،  3نهی مختصات نقاط برهم   xکه در آن،  
محاسباتی)،  4گوسی  هر   𝜆𝜆𝑗𝑗(𝑡𝑡)  (مراکز  در  مجهول  ضرایب 

 تعداد کل نقاط محاسباتی در داخل دامنه و  𝑁𝑁  گام زمانی،
نقاط روي مرز براي باشند.  متغیرشکل می   𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠  روي مرزها و

اعمال شرایط مرزي مسئله و نقاط داخل میدان براي ارضاء  
  درنظر اي حاکم بر دامنه محاسباتی  معادلات دیفرانسیل پاره 

می  دلخواه  گرفته  پراکندگی  با  گوسی  نقاط   درنظرشوند. 
تعداد آنگرفته می  تعداد مجهولاتشوند و  با   𝜆𝜆𝑗𝑗(𝑡𝑡)یا    ها 

است.   پاسخ برابر  دقت  در  روش  متغیرشکل  کارایی  و  ها 
است. تا به امروز نتایج نظري    کنندهن ییتعچندربعی بسیار  

است    نشده  انیبکاملی براي انتخاب مقدار بهینه متغیرشکل  
حال  در  فراوانی  مطالعات  آن  بهینه  مقدار  انتخاب  براي  و 

بهینه  انجام شکل  متغیرهاي  پژوهش،  این  در  براي   است. 
شناخته    هاي عددي با استفاده از الگوریتمیهرکدام از مثال

و   بحث  موردآید و  می   دستبه   (Fallah et al 2019)  شده
قرار   الگوریتم  ردیگی م بررسی  که  است  ذکر  به  لازم   .

رود و باعث کاهش  می  شماربهروش جستجو    یک  شدهاشاره
 شود.حجم محاسبات می 

در  حاکم  دیفرانسیل  معادله  ارضاء  و  مرزي  شرایط  اعمال 
به یک دستگاه   تابع چندربعی  از  با استفاده  نامبرده  مراکز 

4 Gaussian points 
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) مانند  جبري  منتهی  31معادلات  زمانی  گام  هر  در   (
 : گرددی م

)31(  [𝐴𝐴][𝜆𝜆] = [𝑓𝑓] 

تابع   حاضر،  دستگاه  از  مجهول  ضرایب  محاسبه  از  پس 
زمانی    یچندربعپیوسته   گام  هر  که    دیآیم   دستبه در 

توان با استفاده از آن جواب معادله در هر نقطه دلخواه می 
 يروندنمااز میدان محاسباتی را با دقت خوبی تخمین زد.  

انجام محاسبات در   ،حاضر  شبکهبدونبا روش    (فلوچارت) 
 آمده است.  2شکل 

 هاي عدديمثال -۴

ا  عدد  نیدر  مثال  چند  از  استفاده  با   یی کارا  ، ي بخش، 
با    مقایسهدر    یاختلاف محدود و چندربععددي    ي هاروش
ارز  یل یتحل  ي هاپاسخ  تمامی .  اندقرارگرفته  یابیمورد  در 
سرعت صوت در و    5/0ها مقدار عدد کورانت برابر با  مثال 

می   1400یال  س گرفته  نظر  در  ثانیه  بر  مقدار  متر  شود. 
مسئله   هر  براي  نیز  تعیین    صورتبهمتغیرشکل  جداگانه 

 گردیده است. 

مرزي  - ۴-۱ با شرایط  اولیه  مقدار  مثال یک: مسئله 
 متقارن از نوع دیریکله

  500اي به طول  شرایط اولیه و مرزي در این مثال در دامنه
شود که از نوع دیریکله  تعریف می  )32(رابطه  صورتبه متر 

 و متقارن هستند: 

)32(  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑒𝑒
−(𝑥𝑥−0.5𝐿𝐿)2

200  
𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 

در   مثال  این  در  اولیه  شرایط  نمودار    3شکل  همچنین 
است. پاسخ    شدهدادهیک موج با ارتفاع واحد نشان    صورتبه

و با استفاده    )32(با شرایط مرزي و اولیه    ) 1(دقیق معادله  
 است:  )33(به صورت رابطه  از روش جداسازي متغیرها

)33(  
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 

���𝑎𝑎𝑛𝑛 cos �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿 𝑡𝑡�� sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿 ��

𝑛𝑛>1
 

 خواهیم داشت:  𝑎𝑎𝑛𝑛  که در آن براي 

)34(  𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2
𝐿𝐿� 𝑔𝑔1(𝑥𝑥) sin

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿

0
 

رابطه    𝑔𝑔1(𝑥𝑥)همچنین   اولیه    )34(در  شرط   )32(همان 
با استفاده  در روش اختلاف محدود    یدامنه محاسباتاست.  

فاصله    ینقطه محاسبات  800  از و   ي سازگسسته  یکسانبا 
نقاط   نیزنهبرهم تعداد  چندربع  ي برا  ی    400برابر    یروش 

 . تعیین گردید نقطه

 
Fig. 2 Computational flowchart of the MQ method 

for solving the wave equation 
محاسباتی روش چندربعی براي (فلوچارت)  ي روندنما 2  شکل

 حل معادله موج
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Fig. 3 Initial conditions for Examples 1, 2, and 3-a 

حالت (الف) از و  هاي یک، دوشرایط اولیه در مثال  3  شکل
 مثال شماره سه 

متغهمچنین   بهیرمقدار    شبکهبدونروش    ي برا  ینهشکل 
پردازشآمد    دستبه   08/0 زمان  و   1و  چندربعی  روش 

ثانیه مشاهده    1/0 و  08/0برابر با    بیترتبهاختلاف محدود  
مثال شماره یک با استفاده از سه روش دقیق، چندربعی  شد.  

 هاي شکلدر    آن  ي هانمودار پاسخ و    حلو اختلاف محدود  
 است.  شدهدادهنشان  5 و 4

با استفاده از    ي عدددرصد خطاي نسبی دو روش   نامبرده 
  شده   گزارش  1جدول  در    )35(رابطه جذر میانگین مربعات  

 است. 

)35(  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = ��
1
𝑁𝑁
�
𝑢𝑢�𝑖𝑖 − 𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢�𝑖𝑖

�
2𝑁𝑁

𝑖𝑖

× 100 

مشاهده    طورهمان عددي  شودی مکه  روش  خطاي   ،
 نصف خطاي روش اختلاف محدود است.  باً یتقر  شبکهبدون

 شده گزارش، سرعت و تعداد مراکز محاسباتی  دقتبهبا توجه  
بر    شبکهبدونتوان گفت که روش  در مثال شماره یک می

 روش با شبکه برتري دارد.

مثال دو: مسئله مقدار اولیه با شرایط مرزي   - ۴-۱
 متقارن از نوع نیومن 

در این مثال، هندسه و شرایط اولیه همانند مثال شماره یک 
شود ولی در این حالت، شرایط مرزي نیومن  گرفته می   درنظر

انتهاي دامنه    یعنی    اندشدهانتخابمتقارن    صورتبه در دو 
 

1 CPU runtime 

𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0. 

 
Fig. 4 Time history of the wave elevation at 𝑥𝑥 =

250 for Example 1 
𝑥𝑥زمان در (  برحسب ارتفاع موج ییراتتغ  4  شکل = ) در 250

 مثال شماره یک 

 
Fig. 5 Wave elevation at the domain length at 𝑡𝑡 = 1, 

Example 1 
𝑡𝑡در طول دامنه در  ارتفاع موج  5  شکل =  مثال یک،  1

هاي اختلاف  براي روش NRMSEدرصد خطاي نسبی  1  جدول
 محدود و چندربعی

Table 1 NRMSE Error (%) for Finite Difference and 
Multiquadric Methods 

FD MQ Method 
Example 

0.0259 0.0107 One 

0.1160 0.0449 Two 

0.0563 0.0263 (a) 

Three 0.0211 0.0042 (b) 

0.0161 0.0135 (c) 
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  و   شدهعنوانمرزي و اولیه  با شرایط    )1(معادله    دقیقحل  
 )36(رابطه    به صورتروش جداسازي متغیرها    از  استفاده با  

 است: 

)36(  
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0 + 

���𝑎𝑎𝑛𝑛 cos �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿

𝑡𝑡�� cos �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿
��

𝑛𝑛>1
 

 :که در آن

)37(  𝑎𝑎0 =
2
𝐿𝐿
� 𝑒𝑒

−(𝑥𝑥−0.5𝐿𝐿)2
200 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿

0
 

 

)38(  𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2
𝐿𝐿
� 𝑒𝑒

−(𝑥𝑥−0.5𝐿𝐿)2
200 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

0
 

یک  شماره  مثال  با  ر  تعداد مراکز محاسباتی در این مثال براب
زمان پردازش روش   آن،  براساسکه    ستاشده گرفته  درنظر
روش  081/0  شبکهبدون ثانیه    12/0محدود    اختلافو 

 . است آمدهدست به

آورده    7  و  6  هاي شکلهاي عددي و دقیق مثال دوم در  پاسخ 
می نشان  نتایج  است.  روش  شده  سرعت  و  دقت  که  دهد 

متقارن    ي مرز  یطبا شرا  یهمقدار اول  ائلمسچندربعی در حل  
ن  نوع  است.  از  بیشتر  محدود  اختلاف  روش  از  نیز  یومن 

نشان   روش  سه  پاسخ  انطباق  پاسخ    دهدی مهمچنین  که 
دقیق پیشنهادي این پژوهش از اعتبار قابل قبولی برخوردار 

 است. 

 
Fig. 6 Wave elevation at the domain length at 𝑡𝑡 = 1, 

Example 2 
𝑡𝑡در طول دامنه در زمان  ارتفاع موج 6  شکل =  و ، مثال د1

 
Fig. 7 Time history of wave elevation at 𝑥𝑥 = 250, 

Example 2 
𝑥𝑥زمان در  برحسب ارتفاع موج ییراتتغ 7  شکل = ، مثال  250

 دو

 یط مرزي نامتقارن شرائل با امس: سهمثال  - ۴-۲

مختلف سه حالت  شرایط مرزي نامتقارن در    ،در این مثال
در   یطول دامنه محاسبات  شود.بررسی می (الف)، (ب) و (ج)  

حالات با    همه  قبلمثال برابر  نقاط    و   است  هاي  تعداد 
چندربع  یمحاسبات روش   موردبحث حالت  سه    ي برا  یدر 

این  گرفته شد.    درنظرعدد   51و    51، 400برابر با  بیترتبه
 251و    251،  800  بیترتبهمحدود    اختلافدر روش  مقادیر  

مقدار   .اندقرارگرفته  مورداستفاده بهینه صورتبه هستند که  
هاي عددي  روشمربعات    یانگین جذر منسبی    ي خطادرصد  

دقیق روش  به  حالات    نسبت  همه    1جدول  در  براي 
 است. شدهگزارش

 مقدار اولیه هالف: مسئل

 و   شماره یکشرایط اولیه مسئله همانند مثال    این حالتدر  
 شود.گرفته می  درنظر )39(طبق رابطه شرایط مرزي 

)39(  𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0,    𝑢𝑢𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 

نوع    طورهمان از  یکی  مرزي  شرایط  است  مشخص  که 
و   مقدار صفر    دیگري دیریکله  با  که  نیومن هستند  نوع  از 

شکل  یرمتغ  ینه مقدار به لازم به ذکر است که    .اندشدهفی تعر
چندربع  ي برا (الف)    یروش  حالت   آمدهدست به   25/0در 

 است. 
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1402پاییز ،  3، شماره  3دوره  هاي مهندسی آب ایران پژوهش   

مرزي مقدار  مسئله  سد    ب:  دینامیکی  (اندرکنش 

 شتاب ثابت) با يبعدکیصلب و مخزن 

 شود در طول دامنه صفر فرض می در این حالت  شرایط اولیه  
 : یعنی

)40(  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 0 

 : است )41(رابطه  به صورت نیزي این مسئله مرز طیشرا

)41(  𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0,    𝑢𝑢𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 

نیومن در این مسئله برابر با یک مقدار ثابت و   ي مرزشرط  
 𝑔𝑔  و  𝜌𝜌است که در آن،   شده گرفته   درنظر  𝜌𝜌𝜌𝜌 برابر با مقدار

با    بیترتبه و    81/9و    1000برابر  هستند و چگالی سیال 
 ي سازه یشباین مسئله یک    . شوندی مشتاب گرانش خوانده  

در  سد صلب و مخزن    ینامیکیاندرکنش دریاضی از پدیده  
ثابت   ي بعدکیحالت   شتاب  و    رودمی   شماربه زلزله    با 

 از پدیده نامبرده است.  ي بعدکییک آنالیز  گریدعبارت به

حالات  در  معادله موج با شرایط مرزي و اولیه    یلیحل تحل
مطابق    رهایمتغ  جداسازي   روش  از  استفادهبا    (الف) و (ب) و

 :آیدمی  دستبه  )42(رابطه   با

)42(  �

⎝

⎜
⎛
�𝑎𝑎𝑛𝑛 cos�

(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋
𝐿𝐿

𝑡𝑡��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
�

⎠

⎟
⎞

𝑛𝑛>0

 

 خواهیم داشت: 𝑎𝑎𝑛𝑛براي  )42(ه در رابطه ک

)43(  𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2
𝐿𝐿
∫ 𝑔𝑔1(𝑥𝑥) sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿
0

∫ sin2 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿
0

 

 برابر است با: براي حالت (الف)  𝑔𝑔1(𝑥𝑥)، )43(در رابطه و 

)44(  𝑔𝑔1(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒
−(𝑥𝑥−0.5𝐿𝐿)2

200  

 برابر است با:  حالات (ب)و براي 

)45(  𝑔𝑔1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

روش عددي  در   اختلافهاي  نتایج  چندربعی  و  محدود 
 بیترتبه  سوممثال  حالت (الف)  مقایسه با حل دقیق براي  

 است.  شدهدادهنمایش  9 و 8 هاي شکلدر 

 
Fig. 8 Time history of wave elevation at 𝑥𝑥 = 250,  

Example 3-a 
𝑥𝑥زمان در  برحسب ارتفاع موج ییراتتغ 8  شکل = در ، 250

 حالت (الف) از مثال شماره سه 

 
Fig. 9 Wave elevation at the domain length at (𝑡𝑡 =

1) in Example 3-a 
𝑡𝑡در طول دامنه در زمان ( ارتفاع موج 9  شکل = در حالت ) 1

 (الف) از مثال شماره سه

برابر با صفر  در انتهاي دامنه در حالت (الف)    یانگراد چون  
شروع به انتقال به دو سمت   تبا سرعت ثاب   یه مقدار اول،  است

 خورد دامنه بر  ي موج به انتها  یناوقتی  دامنه خواهد کرد.  
 .گرددی به درون دامنه منتقل م ییربدون تغ کندمی 

مثال سوم  از  )  بحالت (  ي برا  یقدقو    ي عدد  ي هاروش  یجنتا
ذکر    است.  آمده  11  و  10  هاي شکلدر    بیترتبه به  لازم 

بهاست که   برایرمتغ   ینهمقدار  در   یروش چندربع  ي شکل 
 است.  آمدهدست به  51حالت (ب) از مثال سوم برابر 

ثابت    یبش  یکمرز سمت چپ با    یان گراد  (ب)،  حالتدر  
   یه،اول  یطبا توجه به صفر بودن شرابنابراین  است.    شدهاعمال
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Fig. 10 Time history of hydrodynamic pressure at 

𝑥𝑥 = 500, Example 3-b 
𝑥𝑥زمان در  برحسب یدرودینامیکفشار ه ییراتتغ 10  شکل =

 ) از مثال شماره سه بدر حالت ( ، 500

 
Fig. 11 Hydrodynamic pressure at the domain length 

at 𝑡𝑡 = 2, Example 3-b 
𝑡𝑡در طول دامنه در زمان  یدرودینامیکفشار ه  11  شکل = 2 ،

 ) از مثال شماره سه بدر حالت ( 

در زمان است که    یخط  ییراتموج با تغ  یکمثال    ینا  یجنتا
م  یب ش  یهثان   66/0هر   معکوس  با  هم  و  شودی آن  زمان 

 .گرددبرمی آن  داخل به دامنه ي برخورد به انتها

  (ب)   و  (الف)  ي هامثال   ي برا  شبکهبدونزمان پردازش روش  
  16/0  به ترتیب  با شبکه  براي نوعو    08/0  و  11/0  ب یترت  به
 . مشاهده گردید  یهثان 1/0 و

ج: مسئله مقدار مرزي (اندرکنش دینامیکی سد صلب 

 تحت زلزله سینوسی) يبعدکیو مخزن 

مانند حالت قبل است  نیز  شرایط اولیه مسئله در این حالت  
 شود:انتخاب می  )46(رابطه    صورتبهآن   شرایط مرزي   لیو

)46(  𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0,    𝑢𝑢𝑥𝑥(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 𝛼𝛼𝜔𝜔2 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔) 
فرکانس بارگذاري    𝜔𝜔  دامنه موج سینوسی و  𝛼𝛼  ،که در آن

است  طورهمان  . است مشخص  ا  ي مرز  یطشرا  ،که   یندر 
شرط    است  شدهگرفته  درنظرنامتقارن    صورتبه مثال   که 

مقدار  لازم به ذکر است که  نیومن آن وابسته به زمان است.  
برایرمتغ  ینهبه (ج)    یروش چندربع  ي شکل    51در حالت 
 است.  آمدهدست به

نیز به شکل  حالت (ج) با توجه به بخش چهار    دقیق  پاسخ
 گردد:تعیین می  زیر

)47(  
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 

��𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡) sin�
(2𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
��

𝑛𝑛>0
 

 شود:تعریف می )48(رابطه  صورتبه  𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡)، در آن که
 

)48(  

𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑡𝑡) = −{𝐿𝐿𝑒𝑒
−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

2𝐿𝐿  
[4𝐿𝐿2𝑏𝑏𝑛𝑛𝑤𝑤3 − 4𝐿𝐿2𝑏𝑏𝑛𝑛𝑤𝑤4 

−4𝐿𝐿2𝑏𝑏𝑛𝑛𝑤𝑤3𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

𝐿𝐿  

+4𝐿𝐿2𝑏𝑏𝑛𝑛𝑤𝑤4𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

𝐿𝐿  
+𝑏𝑏𝑛𝑛𝜋𝜋2𝑣𝑣2𝑤𝑤2 + 4𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛2𝜋𝜋2𝑣𝑣2𝑤𝑤2 

−4𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛2𝜋𝜋2𝑣𝑣2𝑤𝑤2𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

𝐿𝐿  

−4𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋2𝑣𝑣2𝑤𝑤2𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

𝐿𝐿  

+𝐿𝐿𝑏𝑏𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋𝑤𝑤2𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

2𝐿𝐿 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡)4𝑖𝑖 

+𝐿𝐿𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤2𝑒𝑒
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛+1)𝑖𝑖

2𝐿𝐿 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡)8𝑖𝑖]𝑖𝑖} 

/�
�𝜋𝜋𝜋𝜋(2𝑛𝑛 + 1)�

�−4𝐿𝐿2𝑤𝑤2 + 4𝜋𝜋2𝑛𝑛2𝑣𝑣2 + 4𝜋𝜋2𝑛𝑛𝑣𝑣2
+𝜋𝜋2𝑣𝑣2

�
� 

 برابر است با:  بالا در رابطه  𝑏𝑏𝑛𝑛همچنین  

)49(  𝑏𝑏𝑛𝑛 =
2
𝐿𝐿
∫ 𝑥𝑥 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿
0

∫ sin2 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿
0

 

آن تحلیلی    هاي پاسخ در مقایسه با  حالت (ج)  نتایج عددي  
نمایش    13  و   12  هاي شکلدر    بیترتبه در زمان و مکان  

راست  است.  شدهداده مرزي سمت  مثال سوم شرایط    ، در 
یک تابع سینوسی وابسته به زمان است. در این مثال یک 

شود مداوم در انتهاي دامنه تولید می   طوربه موج سینوسی  
می  انتقال  دامنه  درون  به  ایابد.  و  ن   ینکاربرد  را   یز مثال 
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سد صلب و مخزن در    ینامیکیاندرکنش د  یزتوان در آنالی م
 زلزله نشان داد. سینوسی با شتاب  ي بعدکیحالت 

  12/0  با  برابر  )ج(  مثال  ي برا  شبکهبدونزمان پردازش روش  
نوعو  ثانیه   مشاهده    یه ثان   14/0  با  برابر   باشبکه  براي 
  دهنده نشان  1جدول  در    آمدهدستبهمقدار خطاي  .گردید

عددي   روش  خوب  حل    شبکهبدونقابلیت  در  چندربعی 
  به ین با توجه  چنهم مسائل با شرایط مرزي نامتقارن است.  

  تواند جایگزین مناسبی براي روش بالاتر، این روش می  دقت
 متداول اختلاف محدود نیز باشد. 

 
Fig. 12 Hydrodynamic pressure at the domain length 

at 𝑥𝑥 = 500, Example 3-c 
𝑥𝑥زمان در  برحسب یدرودینامیکفشار ه ییراتتغ 12  شکل =

 ) از مثال شماره سه جدر حالت ( ، 500

 
Fig. 13 Time history of hydrodynamic pressure 

 at 𝑡𝑡 = 2, Example 3-c 
 در طول دامنه یدرودینامیکفشار ه 13  شکل

𝑡𝑡در زمان    =  ) از مثال شماره سهجدر حالت (  ،2

 ي ریگ جهی نت -٥

این پژوهش به اعتبارسنجی یک روش تحلیلی جدید براي 
بعدي، با  موج مرتبه دوم ناهمگن در هندسه یک  هحل معادل

است.   یافته  اختصاص  نامتقارن،  مرزي  شرایط  بر  تأکید 
نامتقارن،   مرزي  شرایط  و  معادله  این  هذلولی  ماهیت 

روشچالش براي  را  مهمی  عددي هاي  کاهش    ؛هاي  مانند 
رو، کند. ازاینهاي شدید، ایجاد می دقت در نواحی با گرادیان

توسعه رویکردهاي تحلیلی براي اجتناب از خطاهاي ذاتی 
هاي عددي و فراهم آوردن معیاري جهت ارزیابی دقت  روش

 ها ضروري است. آن

یک   ارائه  پژوهش،  اصلی  بر    پاسخنوآوري  مبتنی  تحلیلی 
تحت    روش ناهمگن  موج  معادله  براي  متغیرها  جداسازي 

به  است.  خاص  مرزي  شرایط  شرایط  اعتبارسنجی،  منظور 
اي از شرایط مرزي متقارن و نامتقارن  اولیه گوسی و مجموعه

 براي افزایش پیچیدگی مسئله انتخاب شدند. 

 يشنهادی پ   تحلیلی  پاسخمنظور سنجش اعتبار  به همچنین  
روششدهفیتعرمسائل    ي عدد  تحلیلو     شبکهبدون  هاي ، 
ن  یچندربع  یشعاع  هیپا محدود  اختلاف  گرفته    کاربه  زیو 

نتا ند شد انطباق   یلیسه روش نشان داد که روش تحل  جی. 
کاف  ي شنهادیپ اعتبار  د  ی از  طرف  از  است.   گر یبرخوردار 

از زمان   ستقل م  یشکل روش چندربعمتغیرمشاهده شد که  
ا و  افزا  نیاست  باعث  ا  شیامر  به    نیسرعت  نسبت  روش 

محدود شد.  روش   محاسبات   باوجوداختلاف  مراکز    ی تعداد 
 اختلاف نسبت به روش    ي دقت بالاتر  یکمتر، روش چندربع

ا که  داد  نشان  خود  از  به  نی محدود  انتخاب  به    نه ی امر 
روش نسبت    نیدر ا  وستهیتابع پاسخ پ  جادیشکل و امتغیر
پژوهشروش  .شودیم  داده این  عددي  و  دقیق  در    هاي 

د  تحلیل حالت   ینامیکی اندرکنش  در  مخزن  و  صلب  سد 
روشمی   کاربه  ي بعدکی این  توسعه  براي  رود.   حالتها 

پژوهش  تواندیم  ،دوبعدي  آتی  براي  و جذاب  هاي  باارزش 
باشد. 
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 توکلی و همکاران حل معادله موج مرتبه دوم ناهمگن 

6- List of symboles 
c (m/s) Speed of sound in fluid 
x (m) Position 
t (s) Time 

u Displacement or Hydrodynamics 
pressure  

CFL Courant-Friedrichs-Lewy 
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 Shape parameter 
𝑋𝑋 Eigenfunction 
MQ Multiquadric 
FD Finite Difference 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) Wave source 
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